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第七章 应力状态分析

 应力状态的概念

 二向应力状态分析—公式解析法
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问题：

●破坏原因：？

●最大是多少

本章的任务：从应力已知的截面(横截面)出发，求其它任意
截面的应力，从而找到最大应力，为建立强度条件做准备。

7-1  应力状态的概念
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● 材料力学中的“点”是物理点，不是几何点，有大小和形
状，通常用正六面体表示，称为单元体 (Element Volume) 。

● 通过同一点所取截面方向不同，应力的大小也不同。应
力既是点的位置的函数，也是过该点的截面方位的函数。

● 通过同一点不同方位截面上的应力的集合称为该点的
应力状态(Stress State) 。

应力状态的概念:

● 单元体很小，可以认为:

(1)各个面上的应力均匀分布；

(2)相互平行的平面上，应力大小和性质完全相同。

7-1  应力状态的概念



应力状态的分类：（不严格定义）

平面应力状态：某一对面上的应力为零

三向应力状态：各对面上的应力均不为零
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单向应力状态：某两对面上的应力为零 x
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求：任意斜截面上应力
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：截面外法线 n 与 x 轴之间的夹角，
x 到 n 逆针向转动为正。

已知： ,,, yxyx  

  sin,cos AAAA yx 

0 nF    sincos yyxx AAA
0cossin   yyxx AA

0 F    cossin yyxx AAA
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7-2  二向应力状态分析—公式解析法
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● 最大和最小正应力
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● 最大和最小切应力
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 时：

此时： 00 

切应力为零的面为主平面
(Principal Planes) ；
主平面上的正应力为主应
力(Principal Stress) ；
全部由主平面构成的单元
体为主单元体。

● 极值切应力平面与主平面的夹角为45°： 4501 
yx   90   90●

7-2  二向应力状态分析—公式解析法



例 从工字钢悬臂梁的固定端 A 点取出单元体如图所示。

已知： 70MPa, 0, 50MPax y x    

A
x

x
解：





主平面 0
2 50tan 2

70
 




 5.270
 5.67'0

 5.27

5.67

1 27.5 96MPa   

2 67.5 26MPa    

1

2

 60sin
2
70

 55.3MPa60cos50

70 70 cos60 50sin 60 9.2MPa
2 2     

根据公式，得

2 2
max (35) 50 61MPa   

求：α=30º截面的正应力和切应力，主应
力的大小和主平面方位及最大切应力

主应力
最大切应力

7-2  二向应力状态分析—公式解析法
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消去参数α，得

应力圆（莫尔圆），是德国科学家Mohr在1882年最先提出的。

7-3  二向应力状态分析—图解解析法
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一、画应力圆的一般步骤：

1、根据三个已知应力的大小，建立σ~τ直角坐标系；

2、在σ~τ坐标系中，确定x 、y 面所对应的两点Dx、Dy ；

3、连接两点Dx、Dy ，交横轴得圆心C点；

4、以C点为圆心，以CDx为半径画圆，即为应力圆；

5、证明：圆心 半径)0,
2

( yx   22)
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7-3  二向应力状态分析—图解解析法



二、α截面上的应力如何在应力圆上得到？
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 yD （同理）

点面对应，

转向一致，

转角加倍

从Dx 点出发，
根据单元体α角
的转向，沿圆
周转动2α圆心
角，得到Dα点，
该点的坐标即
为α截面上的应
力。

7-3  二向应力状态分析—图解解析法



三、应力圆上的主平面、主应力和极值切应力
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● 切应力最大与最小的截面上，正应力不为零，且两正应力大
小相等，符号一致。

● 互相垂直的截面上，切应力等值反向，正应力之和为常数；

此外，从应力圆上还可以得到：

● 极值切应力的作用面与主平面间的夹角是45度；

7-3  二向应力状态分析—图解解析法



3040
60

例 已经某单元体，试用图解解析法求解
主应力、极值切应力的大小及方位。

解： 画应力圆40,60,30  yxyx 

主应力 25.275.87 0'0   

主平面 
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极值切应力 75.42max  R

 1004501 
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75.8725.2

讨论：如何求解斜截面上的应力？

7-3  二向应力状态分析—图解解析法



● 应力状态的分类：（严格定义）

单向应力状态：非零主应力的个数为1

二向应力状态：非零主应力的个数为2

三向应力状态：非零主应力的个数为3

● 按代数值排列三个主应力 321  

7-4  典型三向应力状态

● 应力状态的分类：（不严格定义）

平面应力状态：某一对面上的应力为零

三向应力状态：各对面上的应力均不为零

单向应力状态：某两对面上的应力为零

主单元体



2

1
1

23

3

 1

2






12

2

1
1

23

3

1

3


3

2

1
1

23

3

 3

2



2

1
1

23

3n

●

max 1 3
min 2

  
 

7-4  典型三向应力状态
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例 求下面三向应力状态的应力圆、主应力和最大切应力。
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7-4  典型三向应力状态
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主应变(Principal Strain) ：主应力方向上的应变
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7-5  广义胡克定律
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广义胡克定律
Generalized Hooke’s Law
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对于非主单元体情况，在小变形的前提下，切应力不影响
单元体棱边的长度变化，所以广义胡克定律为：

7-5  广义胡克定律
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7-5  广义胡克定律



例 薄壁圆筒作拉伸—扭转组合变形实验时受力如图，F＝
20kN，T＝600Nm，d＝50mm，＝2mm，分析指定截面上的
应力和该方向应变（ E＝200GPa，＝0.3）。

解：横截面应力：
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斜截面应力(α= 120º)： 48.1MPa   10.1MPa  

斜截面应变：
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7-5  广义胡克定律
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进行平面问题的应变分析时，需要确定三个应变分量
（εx ,εy ,γ），但是切应变难以直接测量，所以一般选用三个特
殊角度测量线应变εα1, εα2, εα3, 然后联立求解方程组，即可求出
应力分量，进而得到主应力和最大切应力。

7-6*  平面应力状态下的应变分析



7-6*  平面应力状态下的应变分析
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第七章的基本要求

1．明确一点应力状态、主应力和主平面、单元体等基
本概念；
1．明确一点应力状态、主应力和主平面、单元体等基
本概念；

2．对于平面应力状态，熟练掌握用公式解析法和图解
法解析计算任意斜截面应力、主应力和主平面方位；
2．对于平面应力状态，熟练掌握用公式解析法和图解
法解析计算任意斜截面应力、主应力和主平面方位；

3．了解三向应力状态的应力圆的画法，掌握主应力和
最大切应力的计算方法；
3．了解三向应力状态的应力圆的画法，掌握主应力和
最大切应力的计算方法；

4．掌握广义虎克定律及其应用。4．掌握广义虎克定律及其应用。



第八章 强度理论

 强度理论的概念

 常用强度理论

 其他强度理论简介

 强度理论的应用
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提出破坏假设

通过实验验证
强度理论

强度理论 (Strength Theory)：
关于材料破坏原因的一种假说

分清破坏形式
分析破坏原因
分离破坏因素

总结
破坏
规律



1
2

3

强度理论

安全程度相同

8-1  强度理论的概念

r
单次拉伸实验

安全因数
[ ]r 



（一）第一强度理论（最大拉应力理论）

● 材料发生脆性断裂的主要原因是最大拉应力；

● 在复杂应力状态下，只要最大拉应力1达到了简单拉伸
试验所确定的极限应力b时，材料就会发生脆性断裂。

● 断裂判据： b 1

● 强度条件： ][1  
n

b

● 第一强度理论由伽利略在十七世纪提出，可以很好地解
释脆性材料拉断的现象，但无法应用于只有压应力的情况。

8-2  常用强度理论
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（二）第二强度理论（最大拉应变理论）

● 材料发生脆性断裂的主要原因是最大拉应变；

● 在复杂应力状态下，只要最大拉应变1达到了简单拉伸
试验所确定的极限应变b时，材料就会发生脆性断裂。

● 断裂判据： b 1

● 强度条件：

● 第二强度理论由马略特在十七世纪后期提出，可以很好
地解释脆性材料受压时沿纵向截面开裂的现象。

EE
b

b
  ),([1

3211

b  )( 321

][)( 321  
n

b

8-2  常用强度理论



（三）第三强度理论（最大切应力理论）

● 材料发生塑性屈服的主要原因是最大切应力；

● 在复杂应力状态下，只要最大切应力max达到了简单拉
伸试验所确定的极限切应力s 时，材料就会发生塑性屈服。

● 屈服判据： s max

● 强度条件：

● 第三强度理论最早由库伦提出，后经屈雷斯加完善，可
以用于绝大多数塑性材料，其较实验结果偏安全。
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8-2  常用强度理论
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（四）第四强度理论（均方根切应力理论）

● 材料发生屈服的主要原因是均方根切应力；

● 在复杂应力状态下，只要均方根切应力 *达到了简单拉
伸试验所确定的极限均方根切应力 *0 时，材料就会发生塑
性屈服。

● 屈服判据： 0**  

● 强度条件：

● 第四强度理论由胡贝尔和米塞斯提出，可以用于绝大多数塑
性材料，其较第三强度理论更接近实验结果，更节约材料。
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8-2  常用强度理论



8-3  其他强度理论简介
双剪强度理论

三个主应力都对塑性材料屈服有影响（第三强度理论有缺陷）。

塑性材料屈服的主要因素是两个较大的极值切应力之和。

能够更充分地发挥材料的承载能力（节约材料）；更好地符合很
多材料的实验结果。
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双剪强度理论由西安交通大学俞茂鋐教授于1961年提出。

三个极值切应力只用两个是独立的（第四强度理论有缺陷）。



（一）相当应力
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8-4  强度理论的应用

rr
23

1



（2）应力状态、温度，加载速率的影响

脆性断裂塑性材料 三向等拉状态

在实际应用中，应根据材料可能发生的的破坏
形式，或者结合断口分析，选择适合的强度理
论进行计算。

（1）材料性质的影响

脆性材料 第一、第二强度理论

塑性材料 第三、第四强度理论

（二）强度理论的选用

脆性材料 三向等压状态 塑性屈服

8-4  强度理论的应用





例 已知纯剪切应力状态，

求各相当应力。

解：求主应力   321 ,0,

 2313 r

第四强度理论：  3)4(
2
1 222

4 r

第三强度理论：

第一强度理论：   11r

第二强度理论：  )1()( 3212 r

讨论：许用切应力与许用拉应力之间的关系

脆性材料 25.0~2.0

][],[  r

通常取 ][)1~8.0(][  

塑性材料

通常取 ][)6.05.0(][  

8-4  强度理论的应用



例 已知拉剪应力状态如图，求

4,3, iir
解：求主应力
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  xx
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313 4  xr

第四强度理论

第三强度理论


x

02 
22

3 )
2
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  xx

22
4 3  xr

（可以当公式使用）

8-4  强度理论的应用



第八章的基本要求

1．理解强度理论的概念；1．理解强度理论的概念；

2．熟练掌握四个经典强度理论的概念和相当应力
的计算。
2．熟练掌握四个经典强度理论的概念和相当应力
的计算。



第九章 组合变形

 概述

 斜弯曲

 拉压与弯曲

 弯曲与扭转

 其它组合变形

航天航空学院--力学中心



● 求解方法：叠加法（根据各个内力分量，分别计算每种
基本变形下的应力，再把计算结果叠加，得到杆件在原载荷
作用下的应力）

● 组合变形：杆件中同时有两种以上的基本变形

● 求解思路：

组合变形
外力分析

分解简化
若干基本变形

内力分析

FN, T, M

确定危险截面 确定危险点

相当应力r
强度计算

应力叠加
应力状态分析

强度理论

塑、脆性

9-1  概述

应力分析

、

1,  2,  3 r ≤ [ ]



● 斜弯曲：两个相互垂直平面内的弯曲组合；

常见的组合变形类型：

● 拉伸或压缩与弯曲的组合；

● 拉伸或压缩与扭转的组合；

● 弯曲与扭转的组合；

● 两个相互垂直平面内的弯曲与扭转的组合。

9-1  概述
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2、内力分析：

1、外力分析：

3、应力分析：

yF
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9-2  斜弯曲
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My



9-2  斜弯曲

A, B 是危险点

max
yz

A
z y

MM
W W

    

)sincos(
yz WW

Fl 


max max[ ] [ ]       

5. 强度条件

max
cos sin( )B

z y

Fl
W W
      

注意：危险点的应
力状态是单向应力
状态！

注意：危险点的应
力状态是单向应力
状态！

yz

z y

M zM y
I I

      

4. 应力叠加

A
A BB

y

z  
y

z 

y

z

A

B



y

z

A

B

9-2  斜弯曲

y

z

中性轴



6. 中性轴的位置

tan tanz

y

Iy
z I

   


F

中性轴与载荷作用平面不互相垂直，最
大应力在距离中性轴最远的点。
中性轴与载荷作用平面不互相垂直，最
大应力在距离中性轴最远的点。

cos
3

3

z
y EI

Flf  sin
3

3

y
z EI

Flf 

tan tanz z

y y

f I
f I

  
zf

yf  f

   

挠曲线平面与中性轴仍然互相垂直。挠曲线平面与中性轴仍然互相垂直。



中性轴

0
y

y

z

z

I
zM

I
yM

7. 自由端的挠度



例 7kN , [ ] 160MPa , 20F     

试选择截面工字钢型号。

解：1、外力分析

9-2  斜弯曲

cos 6.578kNyF F  
sin 2.394kNzF F  

max 4 6.578kNmz yM F l 

max 4 2.394kNmy zM F l 

2、内力分析： C截面为危险截面

3、应力分析：危险点在右上和
左下两点

][maxmax
max  

y

y

z

z

W
M

W
M

4、试算： 6yz WW

16010)394.26578.6( 3
max 




zz WW


3130.9cmzW 
3141cmzW  321.2cmyW 

选择16号工字钢

5、验算：

max 148.5MPa  安全！

讨论：

max 49.6MPa 

如果 α = 0 °?

A B
C

2m 2m

F F
y

z





NF

 cos,sin FFFF yx 

固定端为危险截面

N ,x z yF F M F l 

NF
A

   y
I
M

z

z

l

y

z
F

1、外力分析

2、内力分析

y

z y

z

F

Fx

Fy
3、应力分析

 

9-3  拉压与弯曲

zM

y

z

''



y

z





上缘
N

max
z

z

F M
A W

   

下缘 N
max

z

z

F M
A W

   

5、强度条件
max [ ]  

max [ ]  

4、应力叠加

z’

9-3  拉压与弯曲

上缘、下缘各点为危险点

6、中性轴位置： 向一侧平移！

注意：危险点的应力状
态是单向应力状态！
注意：危险点的应力状
态是单向应力状态！

y

z

 

y

z

''



例 校核AB横梁的强度，已知其

截面为两个No12.6的槽钢。

8kN,[ ] 120MPa.F  

2.5m 1.5m

F

30°A BC

D

z解：

25.6kNCDF 
22.2kNx

CDF 

12.8kNy
CDF 

1. 外力分析

2. 内力分析

3. 应力分析
2

3

15.69cm
62.137cmz

A
W




N max
max 104MPa [ ]

2 2 z

F M
A W

     

强度足够！

22.2kN

12kNm

轴力图

弯矩图

9-3  拉压与弯曲

F

A BC
FCD

FAx

FAy

22.2kNAxF 

4.8kNAyF 



F

a

l

y

z

x

y

z
F

1、外力分析：弯扭组合变形

2、内力分析：固定端为危险截面

T Fa zM Fl

3、应力分析：

p

T
I
  z

x
z

M y
I

 

危险点为A、B点




A

B

4、应力状态分析：

9-4  弯曲与扭转

p

T
W

 

z

z

M
W

 

T

Mz

Fa

A




B






4、应力状态分析：

22

3

1 )
2

(
2







5、第三、第四强度理论：

9-4  弯曲与扭转

注意：危险点的应力状态
是拉剪应力状态！
注意：危险点的应力状态
是拉剪应力状态！

2 2
3 4r   

2 2
4 3r   

6、强度条件 [ ]r 

2 2
z

z

M T
W




2 20.75z

z

M T
W



,z

z p

M T
W W

  

2p zW W

对于圆截面： （可以当公式使用）

A




B




2 0 



9kW, 715rpm, 250mm,N n D  
40mm, 120mm, [ ] 60MPa.d l   

例 按第三强度理论校核电动机传动轴
的强度。

解： 1、外力分析：

危险截面在固定端

9549 120Nmm N n 

960NF 

3 345Nm, 120NmzM Fl T  

2 2

3
z

r
Z

M T
W




 58.1MPa

强度足够！

y

z

x

T m

2、内力分析：

3、应力强度计算(弯曲+扭转)：

9-4  弯曲与扭转

(2 ) 2m F F D 2F
F

d

l

D

3F
m

Mz
x

3Fl



例 []=80MPa，按第四强度理
论设计皮带轮传动轴的直径d。
解：

0.5(10 4) 1.5kNm
2

m    

B 截面：

C 截面： 4.2kNmCM 合

2 22.8 2.1 3.5kNmBM   合

合M C 截面为危
险截面！

2 2

4

0.75
[ ]r

M T
W

 


 C合

82.4mmd 

9-4  弯曲与扭转

竖直面内

水平面内

1.5kNm

T

4.2kNm

My

2.8kNmMz

400 400 300

10kN 4kN

10kN

4kN

 
 

A B
C

D
d

A B C D x

y

z
14kN

m14kN

m

3.5kNm 4.2kNm

3、应力强度分析

1、外力分析

2、内力分析



解：

e 9549 2388kNmT M N n  

5300kNF F G W   合

30.27MPa
p

T
W

  

15.34MPa
F
A

  合

2 2
4 3 54.6MPar     强度足够！

16
)1( 43  


DWp

例 水轮机主轴输出功率N=37500kW，转速
n=150rpm，主轴重G=120kN，叶轮重W=180kN，
轴向推力F=5000kN，许用应力[σ]=100MPa，主轴
内径d=350mm，外径D=750mm，试用第四强度理
论校核叶轮主轴的强度。

9-5  其它组合变形问题

扭矩

轴力

危险点为拉
剪应力状态

G

W

F
1、内力分析

2、应力分析

3、强度计算(拉伸+扭转)

2 2(1 )
4

DA  




第九章的基本要求

1．了解组合变形的概念，理解运用叠加原理求解组
合变形问题的思路；
1．了解组合变形的概念，理解运用叠加原理求解组
合变形问题的思路；

2．熟练掌握斜弯曲、拉压弯曲、扭转弯曲等典型组
合变形强度问题的特点和求解过程。
2．熟练掌握斜弯曲、拉压弯曲、扭转弯曲等典型组
合变形强度问题的特点和求解过程。


