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航天航空学院--力学中心

第一章 绪论
 材料力学的任务

 变形固体的基本假设

 内力和应力

 位移、变形与应变

 杆件变形的基本形式



1-1  材料力学的任务

结构物由若干个构件(member or component )组成；

构件按几何形状可分为：杆(Bar) 、板(Plate) 、壳(Shell)、块

体(Solid)四大类；

构件应具有足够的承受载荷的能力，简称承载能力；



构件的承载能力包括三个方面：

强度(Strength) ----构件抵抗破坏的能力

刚度(Stiffness) ----构件抵抗变形的能力

稳定性(Stability) ----构件保持初始平衡形式的能力

材料力学是研究杆类构件承载能力的一门科学；

安全：用好的材料，多用材料

经济：用次的材料，少用材料

1-1  材料力学的任务

矛盾！
用材料力学的

知识来解决！

材料力学的主要任务: 在安全和经济前提下，对构件进行材

料和截面的设计。



变形固体(Deformable Body) ：在力的作用下，会发生

变形的固体。

变形固体的基本假设：

均匀假设 (Uniformity)

连续假设 (Continuity)

各向同性假设 (Isotropy)

小变形假设 (Small Deformation)

1-2  变形固体的基本假设

 变形(Deformation) ：构件受力后，形状或尺寸发生的改变

 弹性变形(Elastic Deformation)：卸载时能够消失或恢复的变形

塑性变形(Plastic Deformation)：卸载时不能消失或恢复的变形



理论力学和材料力学的区别

理论力学 材料力学

学科分类： 一般力学 固体力学

研究对象： 刚体 变形体

研究内容： 力的平衡及运动规律 物体本身的变形等

力学效应： 力作用的外效应 力作用的内效应

《理论力学》研究物体机械运动一般规律的学科

《材料力学》研究构件承受载荷能力的学科

1-2  变形固体的基本假设



外力(External Force )：作用在构件上的所有载荷和支座

反力。

外力按形式可以分为：集中力、集中力偶、分布力和分布

力偶。

外力按性质可以分为：

静载荷(Static Force)：载荷由零缓慢增加，到达某值后保

持不变；

动载荷(Dynamic Force)：引起构件加速度的突加载荷或冲

击载荷；

交变载荷(Alternating Force)：随时间作周期变化的载荷。

1-3  内力和应力



内力(Internal Force) ：在外力作用下，构件内各质点的相应

位置发生了变化，从而引起的各质点间相互作用力的改变量，

又称“附加内力”。

内力随外力的增加而增加，直至构件发生破坏；

截面法(Method of Section)是确定内力的一种方法；

（1）一分为二 （2）去一留一 （3）平衡求解

FF F FN

N0xF F F 

1-3  内力和应力

内力在截面上是连续分布的，截面法只能确定截面上分布内

力的合力（或合力偶矩）。



问题：A、B两根杆件，材料相同，内力
是否相等？若F 同时增加，哪根杆件先
发生破坏？

（B）（A）

FF
应力(Stress)：内力分布的集度

dA

全应力
(Whole Stress)

dAdFp /

正应力
(Normal Stress) N /dF dA 

切应力
(Shear Stress) s /dF dA 

应力的单位：Pa,  MPa = 106Pa,  GPa = 109Pa

1-3  内力和应力

dF
p



dFs

 dFN



位移 (Displacement) ：
一点从A位置移动到B位置，AB连线称为该点的线位移；

一线段发生旋转，转过的角度称为该线段的角位移；

理力研究刚体位移，材力研究变形(Deformation)位移。

应变(Stain)：
线应变：线段相对的变形量

切应变：角度的改变量

B F

AC

1-4  位移、变形与应变

Δx

Δx+ΔuA

B

0

dlim
dx x

u u
x x


 


 



dx

dy

线应变反映了构件尺寸(Size)的变化；

切应变反映了构件形状(Shape)的变化。

90°- 



5．初步了解杆件各基本变形的受力、变形特点。5．初步了解杆件各基本变形的受力、变形特点。

第一章的基本要求

1．掌握构件强度、刚度和稳定性的概念，明确材料
力学课程的主要任务；

1．掌握构件强度、刚度和稳定性的概念，明确材料
力学课程的主要任务；

2．了解变形固体的概念及其基本假设；2．了解变形固体的概念及其基本假设；

3．理解内力的概念，初步掌握利用截面法求解构件
内力的方法；

3．理解内力的概念，初步掌握利用截面法求解构件
内力的方法；

4．理解应力（正应力、切应力）和应变（线应变、
切应变）的概念；

4．理解应力（正应力、切应力）和应变（线应变、
切应变）的概念；



第二章 轴向拉伸与压缩

航天航空学院--力学中心

 概述

 轴向拉压的内力、应力与强度理论

 轴向拉压的变形

 材料拉压的力学性质

 拉压超静定问题

 圣文南原理、应力集中、安全因数



受力特点：外力的合力与杆的轴线重合。

变形特点：沿轴线伸长或缩短。

具有上述受力和变形特点的杆件称为拉（压）杆；拉（压）杆
的变形称为轴向拉伸或压缩 (Tension or Compression)。

力学模型

计算简图

2-1  概述

F F

F F F F

F F



一、 直杆横截面上的内力

F F
m

m

F FN=F FFN=F

轴力(Axial Force): FN

轴力的符号规则：

FN 与截面外法线方向
一致为正，相反为负

注意：轴力的符号是通过截面的
方向定义的，而与坐标方向无关，
这样可以确保同一截面上的轴力
符号一致！

轴力为正，直杆受拉；

轴力为负，直杆受压。

F F
m

m

F FN=F FFN=F

2-2  轴向拉压的内力、应力与强度理论



20
A

NF
20 0A

NF  
20 10 B

NF20 10 0B
NF   

50 20 10 0C
NF    

A B C解：分三段求解轴力

例 求图示等截面直杆的内力
（单位：kN)。 20

10 50

讨论：

轴力图

由于A、B、C 三个截面上的轴力
未知，所以先假设其为正值，最后
求出来若为正，说明假设正确，其
值就是为正。此方法称为设正法。

20 10 C
NF50

20A
NF 

30B
NF 

20C
NF  

FN(kN)

-20

20
30

x

2-2  轴向拉压的内力、应力与强度理论



二、 直杆横截面上的应力

方法一：实验 变形 应变 胡克定律 应力

F F

现象： 纵线仍平行于轴线，且各线段均匀伸长；

横线仍为直线，且垂直于轴线和纵线。

假设： 变形前横截面内各点，变形后仍在同一平面内。

由实验和假设可以得出，在横截面内各点沿轴线方向的变形是均
匀的，因此沿轴线方向的线应变是均匀的，应力也是均匀的。
由实验和假设可以得出，在横截面内各点沿轴线方向的变形是均
匀的，因此沿轴线方向的线应变是均匀的，应力也是均匀的。

2-2  轴向拉压的内力、应力与强度理论



NF
A

 F  FN=F

N 0 0F  ， 拉应力 N 0 0F  ， 压应力

圣文南原理(Saint-Venant’s Principle)：在静力等效的条件下，
不同的加载方式只对加载处附近区域的应力分布有影响，而在
离加载处较远的区域，其应力分布没有显著的差别。

方法二

如此继续分割下去，即可得到平截面假设，则应力均匀！

2-2  轴向拉压的内力、应力与强度理论



（单向拉伸应力）



● 为使构件能够正常工作，其工作应力应小于材料的极限应力

强度条件
（Strength Condition）

NF
A

  0＜  
n

0
≤

●使材料发生破坏的最小应力称为极限应力，用 0表示。

n：安全因数
(factor of safety)

[ ]：许用应力
(allowable stress)

●强度条件的应用
●公式适用范围

(1) 精确适用等直杆

(2) 推广适用变截面杆

(3) 推广适用微曲杆

dR 10

(1) 校核强度：已知FN，A，[ ] ；
(2) 设计截面：已知FN，[ ]；
(3) 确定许可载荷：已知A，[ ]。

2-2  轴向拉压的内力、应力与强度理论

三、 拉压强度理论



解： FN = W = 1.2 kN A
d


 2

4

 

2

3

2

4

4 1.2 10 37.3MPa
3.14 6.4

NF W
A d






 

 
 


＜

结论：螺栓强度安全!

例 电机重量 W=1.2 kN，M8吊环螺栓外径 D=8mm，内径

d=6.4mm ，[] =40MPa，校核螺栓强度。

讨论：
W

FN

（这个不能少！）

 
* NFA A


 ＜  *

NF A F 

2-2  轴向拉压的内力、应力与强度理论



例 压缩机汽缸直径 D= 400mm，气压
q=1.2 MPa，活塞杆[σ]1=50MPa，缸盖
用 M20 螺栓（d2 =18 mm）与汽缸联
接，螺栓 [σ]2 = 40 MPa。求：活塞杆
直径 d1 和螺栓个数 n。

qD
d1

解：
2

N4
DF qA q F

   A
d

1
1
2

4



A
d

2
2
2

4



 
2

N
2

2 2 2 2

14.8
[ ]

F qDn
A d 

 ≥考虑加工方便应取 n=16。

 
2

N
1

11

4 62mm
[ ]

F qDd
  

 ≥

 N
1 1

1

F
A

  ≤ (压应力)

 N
2 2

2

F
nA

  ≤ (拉应力)

2-2  轴向拉压的内力、应力与强度理论



N1

N2

3
2
FF

F F

 



0 xF

0 yF

N1 N2 cos 0F F   

N2 sin 0.5 0F F  

 2
1 1

1200mm , 7MPa,A  例

 2
2 2

7mm , 160MPa,A  

求许可吊重 F。

F

  30

杆1

杆2

解：

FN2

FN1

0.5F

  30  1
1 1

1

NF
A

   ，   1 11

2 [ ] 9.7kN
3

F A  

  1.12kNF 

0.5F

  30

杆1

杆2

1) 建立计算的力学模型

2) 求内力（轴力）

x
y

 N2
2 2

2

F
A

   ，   2 22
[ ] 1.12kNF A  

3) 按强度条件确定许可吊重F

2-2  轴向拉压的内力、应力与强度理论



F
N /F A 

FN=F

n

xF 

α角符号：从 x 逆时针转到α截面的外
法线 n 时， α为正值，反之为负。

F
p

NFp
A


 N cos cosFp
A    

 cos
AA 

pF




n

x

  


   p cos cos
2

1 2

  2sin
2

sin  p

切应力的符号规定：截面外法线顺时
针转90度后，其方向与切应力方向相
同为正，相反为负。

2-2  轴向拉压的内力、应力与强度理论

四、 拉压直杆斜截面上的应力



一、纵向变形：
F F

l

b

l1

b1

l l l 1

0
0

l
l

 
 

NF ll
A

 
E：弹性模量
(Modulus of elasticity)NF ll

E A
 

NFl
l EA E

 
   E  胡克定律

(Hooke’s Law)
二、横向变形： b b b 1 0,0 ＜时＞当 bl 

b
b

横向应变 00 ＜时＞当  

泊松比（横向变形系数）
Poisson’s ratio 




  

EA：抗拉刚度

2-3  轴向拉压的变形

纵向应变

拉伸
压缩

三、刚度条件： [ ]l l   （不重要、不出现）



F

l
2

l
2

2l

1-1 2-2 3-3

3F
a

a
1-1截面
3-3截面

a

a/2

2-2截面

例 F=15kN，l=1m，
a=20mm, E=200GPa
求： l
解：

N1 N2 2 30kNF F F    
N3 15kNF F FN

x

-30 kN

15 kN

2 2 2
1 3 2400mm , 200mmA A a A    1 3 20.5m, 1ml l l  

N1 1 N2 2 N3 3
1 2 3

1 2 3

F l F l F ll l l l
EA EA EA

          

0.1875 0.75 0.094 0.844mm     

1) 求内力并作轴力图

2) 杆的变形

2-3  轴向拉压的变形



例 薄壁圆环直径为D，厚
度为t，圆环内受均匀内压q
，圆环材料的弹性模量为E
。求薄壁圆环的应力与变形
。

qD

t

FN FN

q

解: 平衡条件
N

2
F qD
t t

   tE
qD

E 2




2

2 2
qDs q Ds s

E t E t
   

2

2
s q DD

E t


  

2
N

2

cos2
2

qDF d



 


 

2N
qDF 

周长的改变：

直径的改变：

2-3  轴向拉压的变形



例 AC 杆为刚性，BD 杆横截面
面积为A，弹性模量为E。求A点
的竖直位移。

  0)(Cm

1 1 2sin ( ) 0BD
NF L F L L    

1 2

1

( )
sin

BD
N

F L LF
L






sin
BD

B
LL 



解: 求内力

1

cos

BD
N

BD
F LL

EA 
 

1

21 )(
L

LLLL B
A




1、切线代替圆弧，得到新位置；

F

 ABC

FN
BD

LA
LB

B'
A'

LBDLB

B

B’




2、向原杆做垂线，得到伸长量。

2-3  轴向拉压的变形

F

L2L1

AB

D

C 



N1 N20:xF F F 
1 2 30: ( )cosy N N NF F F F F   

静定结构(Statically determinate structure)：所有的未知力均
能由静力平衡方程确定的结构。

F

 

N1F
N3F

N2F

F
A

F

2

超静定结构或静不定结构(Statically indeterminate structure)：
仅仅用平衡方程不能求得所有未知力的结构。

2-5  拉压超静定问题

多余约束：维持平衡所不需要的约束。

超静定次数：未知力数目与独立平衡方程数的差。

多余约束的求解需要补充方程才能确定，补充方
程往往是几何方程（变形协调方程）。



例 求两端固定直杆的约束反力。

F

a b

EA EA
BA

1 2,N B N BF F R F R  

解：

几何方程：

1 2
1 2,N NF a F bl l

E A E A
   物理方程：

补充方程： 0)(



EA

bR
EA

aRF BB

解得：
ba

FbRA 


平衡方程：

解除右端约束，以约束反力代替

021  lllRB
FA

1 2

RB
F

AR

ba
FaRB 



2-5  拉压超静定问题



a a
1 2

F

L

CA B

例 1、2两根直杆的抗拉刚度分别为
E1A1和E2A2 ，求两杆的内力。

解：
1、判别：为一次超静定

2、假设变形状态，确定内力方向

3、平衡方程： 2 12 2N NF F F 
4、几何方程： 12 2 LL 

5、物理方程： 1, 2N i N i
i

i i i

F L FL i
E A C

   

6、联立求解得：
1 2

2 1

1 2

2 4

4 1 4
N N

F FF FC C
C C

 
 

CA B

C’
B’

F

1NF 2NF

2-5  拉压超静定问题



讨论：超静定结构的特点

1、求解内力需结合平衡方程、几何方程和物理方程；

2、内力与刚度有关，刚度越大，内力越大；

3、变形状态可以任意假设，内力方向由变形状态来
确定，若内力求出为正，则表明假设与实际一致（可
用设正法）；

4、装配误差、温度变化会使超静定结构产生内力和
应力。

1 2
2 1

1 2

2 4

4 1 4

i i
N N i

E AF FF F CC C L
C C

  
 

2-5  拉压超静定问题



例 1、2两根直杆的抗拉刚度分别
为E1A1和E2A2 ，2杆短△，求装配
后两杆的内力。

a a
1 2 L

C
A B 

解：1、判别：为一次超静定

2、假设变形状态，确定内力方向

3、平衡方程： 2 12 0N NF F 
4、几何方程： 12 2 LL 

5、物理方程： 1, 2N i N i
i

i i i

F L FL i
E A C

   

6、联立求解得：

2 1
1 2

2 1

1 2

2

4 1 4
N N

C CF FC C
C C

 
  

 

C
A B

C’B’

1NF 2NF

2-5  拉压超静定问题



a a

1 2 L

CA B

例 1、2两杆的抗拉刚度均为EA，
热膨胀系数为α，求温升T 度后两
杆的内力。

解：1、判别：为一次超静定

2、假设变形状态，确定内力方向

3、平衡方程： 2 12 0N NF F 

6、联立求解得：

1 2
2 1
5 5N NF TEA F TEA   

5、物理方程： 1, 2N i
i

F LL i
EA

  

TLLT 

4、几何方程： )(2 12
TT LLLL 

CA B

C’

B’

1NF 2NF

TL

2L1L

TL

2-5  拉压超静定问题



基本解题思路

外力 截面法
内力（轴力FN）

应力

变形

NF
A

  强度条件

NF ll
EA

  刚度条件

n
0

max ][  

静定结构：

超静定结构：

平衡方程、几何方程、物理方程 内力



● 材料在外力作用下表现出来的与变形和破坏有关的性质，
称为材料的力学性质，又称机械性质。

● 通过实验的方法，按照有关国家标准，来测定材料的力学
性质。

● 标准拉伸圆截面试件：

l

d

● 低碳钢(mild steel )和灰铸铁(gray cast iron )的力学性质比
较典型。

2-4  材料拉压的力学性质

5倍试样：l = 5d

10倍试样：l = 10d



一、低碳钢的拉伸性能


o  l

F

 p
e  s

b



a
b

c

d

e
弹性阶段(Elastic region):  ob
比例极限(Proportional limit)  p

弹性极限(Elastic limit) e

tanE    
弹性模量(Modulus of elasticity)

屈服阶段(Yielding region):  bc
屈服极限(Yielding limit)  s

强化阶段(Harding region):  cd
强度极限(Ultimate limit) b

颈缩阶段(Necking region):  de

p e



f'

'

冷作硬化：比例极限提
高，屈服消失，塑性降
低，残余变形减小。

2-4  材料拉压的力学性质



 



l l

l
1 100％

延伸率(Percent elongation)

％1001 



A

AA

5＜％5＞ ％

断面收缩率(Percent reduction of area)

强度指标：屈服极限、强度极限

塑性指标：延伸率、断面收缩率

塑性材料
(Ductile Materials)

脆性材料
(Brittle Materials)

2-4  材料拉压的力学性质



二、 其它塑性材料的拉伸性质





低碳钢

低合金钢

高强钢

铝合金

黄铜
0 2. ％

0 2.

名义屈服极限：0 2.





2-4  材料拉压的力学性质



三、脆性材料的拉伸性质

●灰铸铁材料特点：抗拉强度低，不宜制成受拉构件

b

● 脆性材料有灰铸铁、水泥、石料、砖、玻璃、陶瓷、
粉笔等。 



● 灰铸铁应力-应变曲线如图所示。

变形小，弹性模量 E 采用割线弹性模量。

b没有直线段，没有屈服阶段，只有强度极限

特点：

2-4  材料拉压的力学性质






四、压缩试件

金属材料 非金属材料

五、低碳钢的压缩试验

六、灰铸铁的压缩试验

b没有直线段，没有屈服阶段，

  EEsseePP ,,, 

破坏发生在与轴线成55°的斜面上，与最大切应力有关。

  bb  )5~3(

铸铁的特点： 抗压性能好；易浇铸；价格低廉。

只有强度极限 



2-4  材料拉压的力学性质



F

F F

max

F

F F

max

●由于构件形状和尺寸变化而引起局部应
力急剧增大的现象，称为应力集中(Stress 
Concentration)。

●理论应力集中系数：

   max 0

●构件的截面尺寸改变得越急剧，应力集中
的程度就越严重。

2-6  应力集中与安全因数



[ ]  0 n 0 : :n 危险应力； 安全因数

塑性材料：当应力达到屈服极限时，将产生显著的塑性
变形，从而导致构件失效，故

)( 2.0
00   s

脆性材料：当应力达到强度极限时，将发生破坏，故

b 0

为何要引入安全因数？

1、误差和不确定因数 2、必要的强度储备

安全因数的选取，应考虑：

1、材质均匀性；2、载荷准确性；3、计算精确性；
4、构件重要性；5、使用时间性；

2-6  应力集中与安全因数



1．掌握轴向拉伸与压缩时轴力的计算以及轴力图的画法；

2．了解轴向拉伸与压缩时正应力计算公式的推导过程，掌握横
截面和斜截面上应力的计算；

3．熟练掌握如何建立拉压强度条件，并通过强度条件进行强度
校核、截面设计和许可载荷的有关计算；

4．熟练掌握利用虎克定律计算拉压直杆的变形，掌握 “用切线
代替圆弧”的求解方法；

5．掌握一般拉压超静定问题的求解过程。

6．明确低碳钢和灰铸铁两种材料在拉伸和压缩时的机械性质，
掌握 σs (σ0.2)、σb、δ、ψ等强度指标和塑性指标的意义和测定方
法，明确拉压弹性模量E、泊松比μ和拉压刚度EA的概念；

7．明确许用应力[σ]和安全因数的概念；

8．了解应力集中现象。

第二章的基本要求



第三章 扭转

航天航空学院--力学中心

 概述

 外力偶矩、扭矩和扭矩图

 圆轴扭转的应力

 圆轴扭转的强度条件

 圆轴扭转的破坏分析

 圆轴扭转的变形与刚度条件

 非圆截面杆和薄壁杆扭转

 受扭构件的合理设计

 扭转超静定问题



3-1  概述


Me

Me

● 扭转的概念： 受扭转杆件的力学模型为:

模型的特征：1)  构件多为圆截面等直杆；

2)  外力偶的矢量方向与杆轴线平行；

3)  横截面之间绕杆轴线产生相对角位移。

● 横截面之间的相对角位移，称为扭转角(Angle of Twist)。

● 具有上述特征的变形称为扭转(Torsion)变形。
工程上，把承受扭转变形的杆件称为“轴(Shaft)”。



● 外力偶矩（即转矩Me）的计算

e 9549 (N m)NM
n

若功率的单位为千瓦：

若功率的单位为马力：
e 7024 (Nm)NM

n


● 内力偶矩（即扭矩T）的计算

Me
Me Me T

Me
T

n

n

（+）

（+）

Me T

Me
T

n

n

（-）

（-）

扭矩的符号规则 :  
按右手螺旋法则，其

矢量方向与横截面外法线
方向一致时为正。反之，
则为负。

3-2  外力偶矩、扭矩和扭矩图



n例 B 轮为主动轮，A、C为从动轮，已
知NA=19kW, NB=44kW, NC=25kW, 
n=150rpm。作图示传动轴的扭矩图。

Me
A Me

B Me
C

1-1 2-2

T1 - Me
A = 0  T1 = 1210 Nm

4. 讨论：若交换A、B两轮的位置，
扭矩将如何变化？

1210

-1590

x
T

-2800 -1590

xT

同理 Me
B=2800Nm, Me

C=1590Nm 

解：1. 求外力偶
Me

A
n

T1

T2 - Me
A+ Me

B = 0  T2 = -1590 Nm

Me
BMe

A T2
n

e
199549 1210Nm

150
AM  

2. 截面法求内力( 设正法)

3. 作内力图

3-2  外力偶矩、扭矩和扭矩图



3-3  圆轴扭转的应力

l

x

Me

l

x

一、实验观察:
A. 各纵向线倾斜角度相同；

B. 各圆周线的形状、大小和间距
不变，只是绕轴线作相对转动；

C. 正方形网格,加外力偶后变成同
样大小的平行四边形。

二、假设：圆杆的横截面变形后
仍保持为平面

三、推理：

由现象A、 C →横截面上有切应力；

由现象B→横截面上无正应力。



T

P

d T
dx G I



1、变形几何关系：

Rddx     ddx 
dx
d  

2、物理条件：

dT dA  3、平衡条件：

 
A

dA
dx
dG 

P

T
I 

四、扭转切应力公式推导

d

dx
dGG   

A

T dT dA    
dA


A

dA
dx
dG 2




PI
dx
dG 



dx

3-3  圆轴扭转的应力



32

4DI p




实心圆轴 空心圆轴

   
4

4 4 41
32 32

( )

p
DI D d

d D

  



   



 AP dAI 2 极惯性矩
P

T
I 

TT

3-3  圆轴扭转的应力

五、扭转切应力在横截面上的分布规律



max
p p

T TR
I W

  

 max
p

T
W

  

   
3

4 4 41
32 16p

DW D d
R

     

Wp抗扭截面系数

3-4  圆轴扭转的强度条件

一、扭转横截面上最大的切应力：

实心圆轴 空心圆轴

3

16p
DW 



二、扭转强度条件： 三、扭转强度条件的应用：

1、校核强度；

2、设计截面；

3、确定许可载荷。注意：强度条件中的

应力只考虑大小！



解：

  364
3

10291
16

mDWp
 

 max 51.7MPapT W   ＜ 强度满足。

 max
p

T
W

  

  2.3222  dDDAAQQ

空心轴优于实心轴！

（1）改用实心轴，最大应力不变时确定轴直径；讨论：

（2）比较实心轴和空心轴的重量：

3
max16pW D T    53mmD 

例 汽车传动主轴 D = 90 mm, d = 85 mm，

[ ]=60MPa，Me=1.5kNm。校核轴的强度。

MeMe

944.0 DdT = Me= 1.5 kNm

3-4  圆轴扭转的强度条件



:pIG 抗扭刚度p

d T
dx GI



单位：弧度

p

d T
dx G I


   o180 ( )m




刚度条件：  180

p

d T
dx G I



     



o

o

o

0.25 0.5 /m
0.50 1.0 /m
1.0 3.0 /m

～

～

～

精密轴

一般轴

粗糙轴

pl

Td dx
GI

   

p

Tl
GI

 对于两端作用力偶的等直轴:

单位长度扭转角：

许用单位长度扭转角[ ]：

3-6  圆轴扭转的变形和刚度条件



2、按刚度条件：  180

p

T
G I 

    


解：

 
4 180

32p
D TI

G





 




1210

-1590

x

T
1、按强度条件：

 max
p

T
W

  
3

16 [ ]p
D TW 


 

 
3

16 58.7mmTD
 

 

| T |max=1590Nm

 
4

32 180 61.7mmTD
G 


  




例 已知：[ ]=40MPa，G=80GPa，
[]=0.8o/m，确定圆轴的直径。

所以 D=61.7mm或62mm

1590Nm2800Nm1210Nm

3-6  圆轴扭转的变形和刚度条件



轴向拉压

轴向力F 轴力FN

应力

变形

NF
A

  强度条件

NF ll
EA

 

n
0

max ][  

扭转

刚度条件

转矩Me 扭矩T

应力

变形

p

T
I

  强度条件
0

max [ ]
p

T
W n


   

p

Tl
GI

 
 180

p

T
G I 

    


基本解题思路

e 9549 NM
n

  
4

41
32p
DI   



一、扭转破坏实验断口

沿横截面

灰铸铁

竹、木材

低碳钢

沿45°斜截面

沿纤维、木纹方向

二、切应力互等定理

x

y

z

 


dx

dy
dz x

y

z



dxdzdy)( dzdxdy)'(=

 

' 
单元体

3-5  圆轴扭转破坏分析



三、斜截面上的
应力分析

x

z







x

y

z



 
n



 t


0cossinsincos   dAdAdA0 nF

0 tF 0sinsincoscos   dAdAdA
 2sin  2sin
 2cos  2cos

max0 0

min90 90

0 0

90 0

    

    

   

    

 

 





min45 45
45 0         



讨论

max45 45
45 0    

 
     



 45

 45





剪切胡克定律：τ=Gγ
G：切变模量
γ：切应变（直角的变化量）

γ





3-5  圆轴扭转破坏分析



四、破坏分析

灰铸铁：

竹、木材：

低碳钢： 抗拉强度=抗压强度＞抗剪强度

抗压强度＞ 抗剪强度＞抗拉强度

横向抗剪强度＞纵向抗剪强度




断面

 45

45  断面

3-5  圆轴扭转破坏分析



3-7  非圆截面杆和薄壁杆扭转
实验和弹性理论分析表明: 非圆截面扭转时，横截面不再保持平面，切应

力不再与各点到形心的距离成正比。

实验和弹性理论分析表明: 非圆截面扭转时，横截面不再保持平面，切应

力不再与各点到形心的距离成正比。

非圆截面扭转时，端面或其他部位不受任何约束，各横截面可以自由翘曲，

且翘曲形状相同，横截面上只有切应力，称为自由扭转(Free torsion) 。
非圆截面扭转时，端面或其他部位不受任何约束，各横截面可以自由翘曲，

且翘曲形状相同，横截面上只有切应力，称为自由扭转(Free torsion) 。

非圆截面扭转时，端面或其他部位受约束作用，各横截面不能自由翘曲，

翘曲形状将不相同，横截面上将不仅有切应力，还有正应力，称为约束扭转

(Restrictive torsion)。

非圆截面扭转时，端面或其他部位受约束作用，各横截面不能自由翘曲，

翘曲形状将不相同，横截面上将不仅有切应力，还有正应力，称为约束扭转

(Restrictive torsion)。

常见截面类型：椭圆截面、矩形截面、开口薄壁、闭口薄壁。常见截面类型：椭圆截面、矩形截面、开口薄壁、闭口薄壁。



前提：经济、安全

目的：节省材料、提高强度和刚度

途径： max
p

T
W

 
p

d T
dx GI



措施： 1、合理选择截面形状

空心截面较实心截面好

不宜过薄，会发生皱折现象

圆形较其他形状好

闭口截面较开口截面好

2、合理选择材料

不宜选取抗拉强度和抗压强度不等的材料

不宜选取抗剪强度横向和纵向不等的材料

剪切弹性模量G大的材料，刚度好

3-8  受扭杆件的合理设计



例 两端固定的阶梯圆截面杆，

在C处受一力偶Me，求支反力偶。

解：解除B端约束，以mB代替

平衡条件：

变形条件：

a 2a

Me

CA

a

B

2GIp GIp

物理条件：

将物理条件代入变形条件，
并与平衡条件联立求解。

TBC=-mB    TCA=Me-mB

0 CABCBA 

2BC
BC

P

T a
GI

  2
CA CA

CA
P P

T a T a
GI GI

  

e
4
7Am M e

3
7Bm M

Me

mB

CA B

3-9  扭转超静定问题



例 由实心杆 1 和空心杆 2 组成的组合轴，受扭矩 T，两轴之
间无相对滑动，求各点切应力。

解：设实心杆和空心杆承担的扭矩分别
为T1、T2。

平衡方程

几何方程

物理方程

T1 +T2 =T

联立求解

T

R1

R2 G2Ip2

G1Ip1

T2

T1

p

T
I

 

1 2  

1 P1 2 P2
1 2

1 P1 2 P2 1 P1 2 P2

G I G IT T T T
G I G I G I G I

 
 

1 2
1 2

1 P1 2 P2

T T
G I G I

   

1
1 1

1 P1 2 P2

(0 )T G R
G I G I

   


3-9  扭转超静定问题

2
2 1 2

1 P1 2 P2

( )T G R R
G I G I

   




基本解题思路

外力（转矩Me）
截面法

内力（扭矩T）

应力

变形

强度条件

刚度条件

 max
p

T
W

  
P

T
I 

p

Tl
GI

 

 180

p

d T
dx G I



     



e 9549 NM
n

 e 7024 NM
n

  
4

41
32p
DI     4

3

1
16




DWp



7．了解非圆截面杆扭转时的应力和变形计算；7．了解非圆截面杆扭转时的应力和变形计算；

1．掌握根据轴的传递功率和转速计算外力偶矩；1．掌握根据轴的传递功率和转速计算外力偶矩；

2．掌握扭转时内力（即扭矩）的计算以及扭矩图的画法；2．掌握扭转时内力（即扭矩）的计算以及扭矩图的画法；

3．了解圆轴扭转时横截面上切应力的推导过程，掌握切应
力的计算方法；
3．了解圆轴扭转时横截面上切应力的推导过程，掌握切应
力的计算方法；

4．掌握圆轴扭转时扭转角的计算方法；4．掌握圆轴扭转时扭转角的计算方法；

5．熟练掌握圆轴扭转时强度条件和刚度条件的建立，并利
用强度条件和刚度条件进行安全校核和设计。
5．熟练掌握圆轴扭转时强度条件和刚度条件的建立，并利
用强度条件和刚度条件进行安全校核和设计。

6．了解不同材料圆轴扭转的破坏分析，明确纯剪切应力状
态的概念，掌握切应力互等定理；
6．了解不同材料圆轴扭转的破坏分析，明确纯剪切应力状
态的概念，掌握切应力互等定理；

8．掌握扭转超静定问题的计算方法。8．掌握扭转超静定问题的计算方法。

第三章的基本要求



附录A  截面图形的几何性质

航天航空学院--力学中心

 概述

 静矩和形心

 惯性矩和惯性积

 平行移轴公式

 转轴公式、主惯矩与主惯轴



 Az ydAS

z

y
dA

y

z

 Ay zdAS

一、静矩的定义
(First Moment )

静矩的性质：

同一截面对不同坐标轴的静矩不同；

静矩的数值可为正，可为负，可为零；

静矩的量纲为m3
。

1 2, ,z z zS S S例 已知图示截面，求：

 Az ydAS 2

0 2
1 bhydyb

h
 

 
2/

2/1 0
h

hz ydybS

20

2 2
1 bhydybS

hz  

解：

A-1  静矩和形心

z

y

h/2

b

z2

z1
h/2 y

dy



ASz
ASy

yc

zc


 Az ydAS Ayc

 Ay zdAS Azc

二、形心 (Centroid) 的定义

z

y
dA
y

z

利用上式：

1、若已知截面面积和形心坐标，可以计算截面对坐标轴的
静矩；

2、若已知截面面积及其对坐标轴的静矩，可以确定截面的
形心坐标。

形心的性质：

1、截面对某轴的静矩为零，则该轴必通过截面的形心；

2、截面图形对通过截面形心的轴的静矩必等于零。

A-1  静矩和形心

C

yc

zc



三、组合图形的形心位置





n

i
ici

n

i
izz yASS

11





n

i
ici

n

i
iyy zASS

11

组合图形A由若干基本图形Ai组成，若已知每一个基本图形

的形心坐标及面积，则组合图形的静矩为：

组合图形的形心坐标为：







 n

i
i

n

i
ici

z
c

A

yA

A
Sy

1

1







 n

i
i

n

i
ici

y
c

A

zA

A
S

z

1

1

z

y

A

A1

Ai

A2

An

A-1  静矩和形心



100

100

20

20

z

y例 求图示T形截面的形心坐标。

解：建参考坐标系，y 轴为对称轴。

A=A1+A2=20100+10020=4000mm2

Sz1=A1  yc1 =2000(100+10)=2.2105mm3

Sz2=A2  yc2 =2000(100/2)=1105mm3

1

2

yc=Sz /A=80mm

Sz=Sz1+Sz2=3.2 105mm3

zc=0

将T形截面看成由两个矩形组成。

A-1  静矩和形心

yc

C



 Az dAyI 2 截面图形面积A对z轴的惯性矩；

截面图形面积A对y轴的惯性矩；

截面图形面积A对坐标
原点的极惯性矩；

截面图形面积A对正交坐标轴y、z的惯性积；

定义：

 Azy yzdAI

 Ay dAzI 2

 Ap dAI 2

性质：

A-2  惯性矩和惯性积

 同一截面对不同坐标轴的Ip、Iy、Iz 、Iyz不同；

极惯性矩 polar moment 
of inertia
惯性矩 moment of inertia
惯性积 product of inertia

 Ip>0，Iy>0，Iz >0，Iyz可为正，可为负，可为零；

 Ip、Iy、Iz 、Iyz的量纲为m4；

 若有一个轴为对称轴，则Iyz=0  。

 Ip = Iy + Iz ；

z

y
dA

y

z





例 计算T 形截面的惯性矩Izc 、 Iz。











80100

80

22080100

80100

2 20100 dyydyyI zc

6 45.333 10 mm 

 
 100

0

220100

100

2 20100 dyydyyIz

6 430.933 10 mm 

解：形心坐标已求出，为（0，80）

A-2  惯性矩和惯性积

100

100

20

20

z

y

1

2
80

zc
C



A-3  平行移轴公式

AaII zcz
2 AbII ycy

2 abAII yczcyz 

z

y

dA

y

z

a

b
cz

cy
 A czc dAyI 2

 Az dAyI 2 ayy c 

AadAyadAy

dAayI

A cA c

A cz

22

2

2

)(








zcI 0

（2）轴y，z分别与轴yc、zc平行。

运用平行移轴公式应注意以下两点：

（1）轴yc、zc过截面形心；

C

yc

zc



)1002030
12
10020(

)2010030
12

20100(

2
3

2
3







zcI

3 3
2 2100 20 20 100( 110 100 20) ( 50 20 100)

12 12zI  
       

6 45.333 10 mm 

6 430.933 10 mm 

解：形心坐标已求出，为（0，80）

利用公式：
12

3bhIz 

或者：
2 6 480 (2 20 100) 30.933 10 mmz ZCI I      

A-3  平行移轴公式

例 计算T 形截面的惯性矩Izc 、 Iz。

y
100

100

20

20

z

1

2
80

zc
C



A-4  转轴公式、主惯矩与主惯轴

z

y
dA

y

z

1 cos 2 sin 2
2 2

z y z y
z y z

I I I I
I I 

 
  

 2sin2cos
221 zy

yzyz
y I

IIII
I 







 2cos2sin
211 zy

yz
zy I

II
I 


 CIIII zyzy  11

 2sinsincos 222
11 yzyzAz IIIdAyI  

 Az dAyI 2

 Ay dAzI 2

 Ayz yzdAI

 Az dAyI 2
11




sincos
sincos

1

1

yzz
zyy




z1

y1

y1
z1





A-4  转轴公式、主惯矩与主惯轴

使Iy0z0 = 0 的一对坐标轴称为主惯轴 (Principal Axes)。

 此时的Iy0，Iz0 称为主惯矩(Principal Moment of Inertia) 。

过形心的主惯矩称为形心主惯轴，其惯性矩为形心主惯矩。

主惯矩是所有通过O点的各轴惯性矩的最大、最小值。

02cos2sin
200 


  zy
yz

zy I
II

I
yz

yz

II
I



2

2tan 0

22

0

0 4)(
2
1

2 yzzy
yz

z

y III
II

I
I




 

形心主惯轴和形心主惯矩的确定：1、确定形心位置；2、建平行于原坐

标轴的形心轴，并利用平行移轴公式计算对形心轴的惯性矩和惯性积；3、
令惯性积为零，计算转角，确定形心主惯轴的方向；4、计算形心主惯矩。

本节只要求了解概念，计算不要求。



1. 明确静矩、形心的概念，掌握组合图形的形心求法。1. 明确静矩、形心的概念，掌握组合图形的形心求法。

2.  明确极惯性矩、惯性矩和惯性积的概念。2.  明确极惯性矩、惯性矩和惯性积的概念。

3.  熟练掌握平行移轴公式的使用。3.  熟练掌握平行移轴公式的使用。

附录A的基本要求

4.  了解转轴公式的使用。4.  了解转轴公式的使用。



第四章 弯曲内力

航天航空学院--力学中心

 概述

 梁的剪力与弯矩 、剪力图与弯矩图

 弯矩、剪力和载荷之间的微分-积分关系

 刚架和曲杆的弯曲内力



m m

4-1  概述

受力特点：力偶或外力作用垂直于轴线。

变形特点：杆件的轴线由直线变为曲线。

以弯曲(Bending)为主要变形的杆称之为梁(Beam)。

FFF

q

一、力学模型：



● 固定铰支座：

二、支座形式：

● 固定端：

● 活动铰支座：

Rx

Ry

Ry

Ry

Rx
m

悬臂梁外伸梁简支梁

三、静定梁的形式:

四、载荷的形式: F M q(x)

集中力 集中力偶 分布力

4-1  概述



l

x
F

s0yF F F  Fs 称为剪力

  FxMm 0 M 称为弯矩

s sF F F M M Fx    

剪力的符号规则：
截面外法线顺时针转
90度后与剪力方向一
致时，该剪力为正；
反之为负。

x

nF

Fs
M

x

弯矩的符号规则：
使分离体弯曲成凹面
向上的弯矩为正；使
分离体弯曲成凹面向
下的弯矩为负。

Fs
+

Fs
+

Fs

Fs

M+

M

M

M+

4-2  梁的剪力与弯矩、剪力图与弯矩图

n’
Fs’

M’ R m

l - x



● 剪力、弯矩方程：用方程的形式表达Fs 和M 沿梁轴线的
变化规律；
● 剪力、弯矩方程：用方程的形式表达Fs 和M 沿梁轴线的
变化规律；

● 剪力、弯矩图：用图线的形式表达Fs 和M 沿梁轴线的变
化规律；
● 剪力、弯矩图：用图线的形式表达Fs 和M 沿梁轴线的变
化规律；

● 力区：能用一个方程来表达内力的变化规律的区间。● 力区：能用一个方程来表达内力的变化规律的区间。

● 设正法：由于截面上内力的方向未知，故将截面上的内
力均假设为正值，若求出为正，说明假设与实际一致，作
内力图时画在轴线的上方；若求出为负，说明假设与实际
相反，作内力图时画在轴线的下方。

● 设正法：由于截面上内力的方向未知，故将截面上的内
力均假设为正值，若求出为正，说明假设与实际一致，作
内力图时画在轴线的上方；若求出为负，说明假设与实际
相反，作内力图时画在轴线的下方。

4-2  梁的剪力与弯矩、剪力图与弯矩图



解： 1、支反力： RA=F/2, RB=F/2

s1
1
2

F F

FxM
2
1

1 

2、剪力方程和弯矩方程：

例 作内力图。

s2
1
2

F F 

)(
2
1

2 xlFM 

Fs

M

s max max
2 4F F M Fl 

Fs1

M1

x
n

RA

Fs2

M2

4、最大值：

(0 / 2)x l 

( / 2 )l x l 

F

l /2 l /2
RA RB

F /2

Fl /4

-F /2
F

RA

n

l /2

x

3、剪力图和弯矩图：5、讨论：

4-2  梁的剪力与弯矩、剪力图与弯矩图



解：1、支反力： RA= m/l RB= - m/l

s1
mF
l



x
l
mM 1

2、剪力方程和弯矩方程：

Fs1

M1

x
n

RA

s2
mF
l



)1(2 
l
xmM

s max max
2F m l M m 

例 作内力图。

Fs

M

4、最大值：

(0 / 2)x l 

( / 2 )l x l 

m /2

m/l

-m /2

3、剪力图和弯矩图：

m

l /2l /2
RA RB

Fs2

M2m

RA

n

x

l /2

5、讨论：

4-2  梁的剪力与弯矩、剪力图与弯矩图



解：1、支反力：RA=RB=ql/2

s 2
qlF qx 

2

22
xqxqlM 

2、剪力方程和弯矩方程：

2
s max max

2 8F ql M ql 

例 作内力图。

4、最大值：

(0 )x l 

5、讨论：

Fs(x)

M(x)

x
n

RA

q

lRA RB

M ql2/8

Fs ql/2

-ql/2

3、剪力图和弯矩图：

4-2  梁的剪力与弯矩、剪力图与弯矩图



q

l

例 作内力图。

解：

Fs(x)

M(x)

x

n

1、剪力和弯矩方程

s ( )F x qx 
2

2
)( xqxM 

(0 )x l 

3、最大值

s max
F ql

2

2

max

qlM 

4、讨论

Fs

-ql
M

-ql2/2

2、剪力图和弯矩图

4-2  梁的剪力与弯矩、剪力图与弯矩图



例 求图示梁的剪力弯矩方程，
并作Fs、M 图。

解:（1）支反力 qaFF BA 

s max
F qa 2

max
qaM 

Fs(x1)

M(x1)

x1FA

q

1(0 2 )x a 
s 1 1( )F x qa qx 

2
111 2

)( xqqaxxM 
Fs(x2)

2(2 3 )a x a s 2( ) BF x F qa   

2 2 2( ) (3 )BM x F x qa a x  

（2）列 Fs、M 方程

（3）作Fs、M图

2a a

q

A
C

B

qa2

FA FB

Fs qa

-qaM
qa2

qa2/2

FB3a-x2

M(x2)

4-2  梁的剪力与弯矩、剪力图与弯矩图



x

y

x dx dx

q(x)

M(x)

Fs(x)

M(x)+dM(x)

Fs(x)+dFs(x)

s s s( ) ( ) ( ) ( )F x dF x F x q x dx  

s ( ) ( )dF x q x
dx



s( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
dxM x dM x M x F x dx q x dx   

s
( ) ( )dM x F x

dx


2
s

2

( )( ) ( )dF xd M x q x
dx dx

 

4-3 弯矩、剪力和载荷之间的微分-积分关系

一、微分关系



s ( ) ( )dF x q x
dx

 s
( ) ( )dM x F x

dx


二、积分关系

s ( ) ( )dF x q x dx

s2 2

s1 1
s ( ) ( )

F x

F x
dF x q x dx 

2

1
s2 s1 ( )

x

x
F F q x dx  

s( ) ( )dM x F x dx

2 2

1 1
s( ) ( )

M x

M x
dM x F x dx 

2

1
2 1 s ( )

x

x
M M F x dx  

4-3 弯矩、剪力和载荷之间的微分-积分关系



上节课内容回顾
弯曲内力：弯矩和剪力

符号规则:

利用截面法作弯曲内力图（设正法）

剪力 Fs ：
截面外法线顺时针转90度后
与剪力方向一致时，该剪力
为正；反之为负。

弯矩 M ：
使分离体弯曲成凹面向上的
弯矩为正；使分离体弯曲成
凹面向下的弯矩为负。

弯矩、剪力和载荷之间的微分-积分关系

s ( ) ( )dF x q x
dx

 s
( ) ( )dM x F x

dx


2

1
s2 s1 ( )

x

x
F F q x dx  

2

1
2 1 s ( )

x

x
M M F x dx  



例 作下梁的剪力弯矩图。

解：(1) 支反力:

422

2 qa
a

qaRA 




4
5qaRqaR AB 

Fs

M

22
max

qaM s max
F qa

(2) 剪力图（线型、数值）：
AB段水平线，BC段下斜直线，
斜率为-q，A、B处突跳。

-qa/4

qa

(3) 弯矩图（线型、数值）：
AB段下斜直线，斜率为-qa/4，
BC段上凸抛物线，无突跳。

2

2
4 2B
qa qaM a    

-qa2/2

(4) 最大值：

q

2a a

A B
C

RA RB

4-3 弯矩、剪力和载荷之间的微分-积分关系

（斜率或面积）



解: (1) 求支反力:
例 作下梁的剪力弯矩图。

2FRR BA 

(2) 作剪力图、弯矩图:Fs

-F/2

F/2

M

-Fa/2

Fa/2
(3) 最大值：

s max
2F F 2

max
FaM 

(4)  若将D点的载荷反向

Fs F

-F
M Fa

(5) 特点：
对称结构受正对称载荷时，剪力

图反对称，弯矩图正对称；

对称结构受反对称载荷时，剪力

图正对称，弯矩图反对称；

反对称轴通过的截面弯矩为零，

正对称轴通过的截面剪力为零。

F/2

a 2a a

F

F

A B
C

D

a 2a a

F F
A B

C D

RA RB

RA RB

4-3 弯矩、剪力和载荷之间的微分-积分关系
反对称轴

正对称轴



解：(1) 求支反力：
2qaRA  25qaRB 

(2) 作剪力图、弯矩图：

例 作下梁的剪力弯矩图。

Fs

s 2A A
qaF R 

s s
3( ) 2
2B A
qaF F q a      

s sB B BF F R qa   
qa/2

-3qa/2

qa

s 00 : 2CF x a 
C

x0

M

21
2 2 2 8C

qa a qaM    
2

21 3 3
8 2 2 2B

qa qa aM qa     
qa2/8

-qa2

(3) 最大值：

s max
3 2F qa

2
max qaM 

2a a

q
F = q a

A B
D

RA RB

4-3 弯矩、剪力和载荷之间的微分-积分关系

面积

面积



●刚架和曲杆中的内力通常有：弯矩M、剪力Fs和轴力FN；

●作刚架和曲杆内力图的步骤：求支反力，分力区，截面
法求解；

● 刚架和曲杆内力的符号规则：
M：凹面向外为正；
Fs：截面外法线方向顺时针转90度后一致为正；
FN：截面外法线方向一致为正；
正的内力画在杆外侧，可以标出正负。

●轴线为平面折线或平面曲线的杆件称为刚架和曲杆；

4-4 刚架与曲杆的弯曲内力



例 作刚架内力图。

解： 2, FRRFR ByAyAx 

FN图
Fs图 M图

N max
2F F

s max
F F

FaM 
max

分力区作FN图、Fs图、M图

Fs1

FN1

M1

N1 s1 1/ 2, ,F F F F M Fx  

Fs2

FN2

M2
N2 s2 2/ 2, 0,F F F M Fa  

Fs4

FN4

M4

N4 s4 4/ 2, 0, 0F F F M   

Fs3

FN
3

M3

N3 s3 30, / 2, / 2F F F M Fx   

RAy

RAx

x
A

RAy

RAx

x
F

A

E

RBy

x
B

RBy

x

B

D
F

a

a

2a

A B

C
D

E

RAy
RBy

RAx

-

-F /2

+

F 

-
-F /2 +

Fa

+

F /2

Fa

+
Fa

+

4-4 刚架与曲杆的弯曲内力



R
F

FN M

Fs

F
N ( ) sinF F 

s ( ) cosF F  

 sin)( FRM 

＋

M图

FR
＋

FN图

F

例 作曲杆内力图。

解：取分离体

－

-F

Fs图

4-4 刚架与曲杆的弯曲内力



1．掌握梁上内力：剪力Fs和弯矩M的正负号规则；1．掌握梁上内力：剪力Fs和弯矩M的正负号规则；

2．熟练掌握如何建立剪力、弯矩方程，如何绘制剪
力图和弯矩图；

2．熟练掌握如何建立剪力、弯矩方程，如何绘制剪
力图和弯矩图；

3．深刻理解弯矩、剪力和线分布载荷集度三者之间
的微分-积分关系，并利用微分-积分关系绘制或检
查内力图（即剪力图、弯矩图）；

3．深刻理解弯矩、剪力和线分布载荷集度三者之间
的微分-积分关系，并利用微分-积分关系绘制或检
查内力图（即剪力图、弯矩图）；

第四章的基本要求

4．掌握钢架和曲杆的内力图绘制方法。4．掌握钢架和曲杆的内力图绘制方法。



第五章 弯曲应力

航天航空学院--力学中心

 概述

 弯曲正应力

 弯曲正应力强度计算

 弯曲切应力及其强度条件

 提高弯曲强度的措施

 剪切中心简介



● 本章研究范围：平面弯曲下的直梁

● 平面弯曲：梁的横截面具有纵向对称线，所有
对称线组成纵向对称平面，外载荷作用在纵向
对称平面内，梁的轴线在纵向对称平面内弯曲
成一条平面曲线。

F F F

5-1  概述



M
Fa

F

－F

Fs

s 0 , 0F M 

剪切（横力）弯曲

s 0 , 0F M 

纯弯曲

● BC段：

● AB(或CD）段：

● 先研究纯弯曲时的应力，
再研究剪切弯曲时的应力。

5-1  概述

a a
F F

x

y

A B C
D



5-2 弯曲正应力

中性层

一、变形观察

1. 横向线仍为直线,但相对转动 dθ；
2. 纵向线由直线变成曲线，有些伸长，
有些缩短;

二、平截面假设：
横截面在弯曲变形后仍然保持平面。

3. 既不伸长又不缩短纤维
层，称为中性层。

3. 纵向线与横向线仍然互相垂直。

中性层与横截面的交线，称为中性轴，用 z 轴表示。

三、推理

1. 横截面上无切应力；

2. 横截面上存在正应力；

dx

n1

m1 m2

n2

a1 a2

b1 b2

o1 o2

MM d

y

z

中性轴



四、正应力公式推导

 2121 oobbdx 21oo  d

21bb  dy)( 




d
ddy

bb
bbbb 


 )(

21

2121

 y

1、几何关系（看b1b2的变化）

2、物理关系：


 yEE 

问题：中性层 ( y 的起点) 在哪里？

ρ怎样得到?

d


y

b2

yb1
o2

o1 z

y
dx

5-2 弯曲正应力




 yE

dA
dA

横截面上的微内力组成
一个与横截面垂直的空
间平行力系，此力系可
简化成三个内力分量。

Fx ——平行于x轴的轴力

my ——对y轴的力偶矩

mz ——对z轴的力偶矩







 x A

y A

z A

F dA

m z dA

m y dA







  

   


  





其中：

3、正应力分布规律：

5-2 弯曲正应力

M
x

z

y

M



0 ym

0
x

F 

中性轴 z 通过截面形心。

yz 轴为形心主惯性轴。

Mmz 
MIEdAyEdAy zAA

  
 2

1

z

M
EI


0  zyAA

IEdAyzEdAz




4、平衡条件：

A dA  A ydAE


0zSE
A dAyE



1)

2)

3)

y
I
M

z



公式适用条件：
1. 在线弹性范围;
2. 材料 ;
3. 纯弯曲与剪切弯曲；
4. 平面弯曲。

  EE


 yE

5-2 弯曲正应力

dA
dA

x
z

y

M



5-3 弯曲正应力强度计算

  maxmax y
I
M

z



  maxmax y
I
M

z



  maxyIW zz

  maxyIW zz


ZZ WW , 抗弯截面模量

二、弯曲正应力
强度条件

max [ ]
z

M
W

  
  max [ ]

z

M
W

  
 

b

y

zh

3

12z
bhI 

2

6z
bhW  y

zD d

4 4(1 )
64z

DI  


3 4(1 )
32z

DW  


M

一、最大应力

y +max

y -max



5-3 弯曲正应力强度计算

例 图示悬臂梁, 5kN , [ ] 40MPa , [ ] 90MPaF     

解：
max

5kNmM  4533 cmz cI 

max max40mm , 80mmy y  
6

max 4

5 10 40 37.5MPa
533 10z

M
W

 



   


6

max 4

5 10 80 75MPa
533 10z

M
W

 



   



构件安全!

试校核该梁的正应力强度。

40

80
cz

20
100

20

100

M

5kNm

x


maxy

maxy

讨论：若将截面倒置，结果如何？

][max
   ][max

  

F1m



5-3 弯曲正应力强度计算

例 已知简支梁的 [ ] 160MPa 
求：按正应力强度条件选择下列截面
的尺寸，并比较其重量。

2d
D 2b

h 工字钢

解：

max31
32 78.2mm

[ ]
MD
 


 1、圆形

max32 4

32 79.9mm
[ ] (1 0.5 )

MD
 


 

 2、圆环

max3
6 41.3mm

[ ] 4
Mb



 


3、矩形

4、工字钢
3max 46.9cm

[ ]z
MW


 

取№10工字钢 349cmzW 

2
1 48cmA  2

2 37.6cmA 
2

3 34cmA  2
4 14cmA 

4321 ::: AAAA
1:43.2:69.2:43.3

2m

15kN/m

max
7.5kNmM  max [ ]

z

M
W

  



例 AC为10号工字钢梁，B
处用直径d＝15mm的圆截
面杆悬吊，梁与杆许用应
力为[]=160MPa，按正应
力强度求结构的许可载荷
[q]。

解：1. 求约束力 FA=3q/4,   FB= 9q/4

2.  按梁的弯曲正应力强度条件求解

max
/ 2M q max

max
/ 2 [ ]

z z

M q
W W

   

查型钢表10号工字钢：Wz＝49cm3

3.  按杆的拉伸正应力强度条件求解

9 / 4BD
N BF F q 

2

9 / 4 [ ]
/ 4

BD
NF q
A d

 


  

57.12
9

16015
9

][ 22





dq kN/m

[q]＝12.57kN/m

M
x

q/2

9q/32

68.15160492][2  zWq kN/m

5-3 弯曲正应力强度计算

2m 1m

q

A B C

D

No.10

d



一、矩形截面梁：

s z

z

F S
b I






假设所有的 τ都平行于 y

dxFs

M Fs

M+dM

b＜＜h

假设同一高度 y 处 τ相等

N2 N1 sF F dF  0 xF

N2 *
A A

z

z
z

M dMF dA y dA
I

M dM S
I


 




 




 

N1 z
z

MF S
I



sdF bdx  z

z

SdM
dx bI




 

M+dM

M

dx

  

y

y

z

 

FN2
FN1 A*

*y

b

h
z

y

y

dFs’

F

dx

5-4 弯曲切应力及其强度条件

 理解Sz
*的含义！



2
2

2s
2s

3 3

( ) 62 4 ( )
4

12

b hF y F h y
bh bhb




  

0:2  hy

s s
max

3 30:
2 2

F Fy
bh A

    

2
22( )( ) ( )

2 2 2 4z

h yh b hS A y b y y  


    

b

2
h

Fs

z
2
h

y

A

y

5-4 弯曲切应力及其强度条件



圆形截面梁：
s

max
4
3
F
A

 

薄壁圆环截面：
s

max 2 F
A

 

工字形截面：
max

s s s
max

*
( -2 )

z

z

F S F F
d I A d h t

   
腹板

max

二、其它形式截面梁：

三、切应力强度条件

翼缘

腹板

s
max [ ]Fk

A
  

（1）一般细长梁受弯曲变形，只校核正应
力强度条件，切应力可以忽略；

（2）其他受弯曲变形的构件，一般采用正

应力强度条件进行设计，再采用切应力强度
条件进行校核。

（3）抗剪性能差的材料制成的受弯构件，
采用切应力强度条件进行设计或校核。

h

t

d

5-4 弯曲切应力及其强度条件



例 比较矩形截面悬臂梁的最大正应力和最大切应力。

解： ,
max

FlM  s max
F F

h
l4

max

max 



故：对于一般细长梁切应力可以忽略不计。

bh
F

2
3

max ,6
2max bh

Fl


但以下一些梁，切应力不能忽略：

● 木梁、焊接梁、粘接梁；

● 粗短梁；

● 有较大集中力作用在支座附近。

F

h

b

l
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例 [ ] 160MPa , [ ] 40MPa ,  
试选择工字钢型号。

解：1、作内力图

15

-15

5

-5

Fs

M 1515
20

smax max
20kNm , 15kNM F 

2、强度计算

max
max [ ]

z

M
W

   3max 125cm
[ ]z

MW


 

smax
max 18.1MPa [ ]z

z

F S
d I

   

选No.16工字钢： 6mmd 3141cmzW 

smax
max 17.8MPa [ ]

( 2 )
F

d h t
   


或

13.8cmz

z

I
S

 160mmh  9.9mmt 

10kN

1m

A
B C D

10kN10kN

1m 1m 1m

E

5-4 弯曲切应力及其强度条件



例 L=1m的胶合板，胶面上的
[ ]=3.4MPa，求：[F]，max。

解：1、作内力图

s max max
,F F M FL 

M

Fs

FL

F

s * [ ]z

z

F S
b I

  

5 3

* 100 50 50

2.5 10 mm
zS   

 
3

7 42.81 10 mm
12z
bhI   

[ ][ ] 38.2kN
*

z

z

bIF
S


 

3、最大弯曲正应力

max max
max 102MPa

z

M y
I

  

2、弯曲切应力

100

50

50 z
50

F

L

5-4 弯曲切应力及其强度条件



● 目的：保证静强度的前提下，尽可能地节省材料

● 思路：重点考虑正应力的强度 max [ ]
z

M
W

  

● 措施：一、支承和载荷的合理安排，使M 减小；

● 支承点不要设在梁的两端；

2

8
1 qL

2

50
1 qL

2

40
1 qL

2

4
1 qL

● 集中力尽量作用在支座附近；

● 将集中载荷分解为多个小载荷或分布载荷。

2

16
3 qL

5-5 提高弯曲强度的途径

q

LL/5 L/5

q

L

qL

L/2L/2

qL

3L/4L/4



二、截面形状的合理设计，使 W／A 增大；

● 截面形状：

优于 优于优于

● 若使用塑性材料：

][][    ，宜采用上下对称的截面；

● 若使用脆性材料：

][][    ，宜采用上下不对称的截面；

z
y1

y2

z
y1

y2

z
y1

y2 ][
][

1

2








y
y

5-5 提高弯曲强度的途径



三、等强度梁的使用

● 当梁发生剪切弯曲时， M随截面位置而变化，若采用等截
面梁，即抗弯截面模量Wz为常数，此时只有|M|max位置的横截
面上应力达到许用应力[]，而其它截面上应力均小于许用应
力[ ] 。不科学！

● 可以采用变截面梁，即 WZ随截面位置而变化：弯矩M大
时，抗弯截面模量Wz亦大；反之亦然。

● 等强度梁：梁所有截面上的最大正应力均相等，都等于许
用应力[]。

][
)(

)(


xM
xWz ][

)(
)(

)(  
xW
xM

x
z

5-5 提高弯曲强度的途径



5．了解提高梁强度的一些主要措施。5．了解提高梁强度的一些主要措施。

1．明确平面弯曲、纯弯曲和剪切弯曲的概念；1．明确平面弯曲、纯弯曲和剪切弯曲的概念；

2．了解梁弯曲正应力和切应力计算公式的推导过程，明确
中性轴，中性层等概念；
2．了解梁弯曲正应力和切应力计算公式的推导过程，明确
中性轴，中性层等概念；

3．熟练掌握梁弯曲正应力的计算，建立弯曲正应力强度条
件，并利用强度条件进行有关计算；
3．熟练掌握梁弯曲正应力的计算，建立弯曲正应力强度条
件，并利用强度条件进行有关计算；

4．掌握矩形截面、其它常见截面梁切应力的计算及切应力
在横截面上的分布规律，掌握如何建立相应的强度条件；
4．掌握矩形截面、其它常见截面梁切应力的计算及切应力
在横截面上的分布规律，掌握如何建立相应的强度条件；

第五章的基本要求



第六章 弯曲变形

航天航空学院--力学中心

 概述

 直接积分法

 查表叠加法

 梁的刚度条件和提高弯曲刚度的措施

 变形比较法求解超静定梁



拉压变形 NF Ll
EA

 

弯曲变形

挠度v：截面形心的竖向位移

转角：截面绕中性轴的转角挠度曲线

v

扭转变形
p

TL
GI

  

x

dx



6-1  概述

转角与挠度的关系：
dtan '( )
d
v v x
x

    （小变形条件下）

v+dv



( )( ) ( )
z

M xv x x
E I

  

进一步推导得：挠曲线近似微分方程

)(xv 挠度曲线方程

)(x 转角方程

纯弯曲正应力公式推导时得：
zEI
xM

x
)(

)(
1




)(
1
x 曲率

zEI 抗弯刚度

( ) '( )x v x "
)1(

"1
232 v

v
v







由数学关系得：

公式的适用条件：
1)材料服从虎克定律；
2)小变形；
3)忽略剪力对挠度的影响。

6-1  概述



( )( ) ( ) d
z

M xx v x x C
EI

   
( )( ) d d

z

M xv x x x Cx D
EI

  

( ) ( )dzEI x M x x C   ( ) ( )d dzEI v x M x x x Cx D  
● 若为等直梁：

● 对挠曲线近似微分方程进行积分：

其中，C、D为积分常数，由边界条件确定。








0
00

vlx
vx

简支端的边界条件








00
00

x
vx

悬臂端的边界条件

6-2  直接积分法

x
v

x
v



求挠曲线方程及最大挠度和转角。

解： 2

2
)( xqxM 弯矩方程

3
2( ) d

2 6z
q qxEI x x x C C      

4
3( ) d

6 24z
q qxEI v x x x Cx D Cx D

      边界条件：

0,0:  vlx
6

3qlC 
8

4qlD 

)43(
24

)( 434 xxll
EI
qxv

z




3 3( ) ( )
6 z

qx l x
EI

  

l

q

EIz
x

)(
8

4

max


zEI
qlv )(

6

3

max
zEI

ql


例 已知：q 、EIz、 l

6-2  直接积分法



解： lFbRA  lFaRB 

x
l

FbxM )(1 )0( ax 

)()(2 axFx
l

FbxM  )( lxa 

求挠曲线方程及最大挠度和转角。

例 已知：F 、EIz、 a、b；

6-2  直接积分法

2
1 12z

FbEI x C
l

  

3
1 1 16z

FbEI v x C x D
l

  

RA RBl

3 3
2 2 2( )

6 6z
Fb FEI v x x a C x D

l
    

2 2
2 2( )

2 2z
Fb FEI x x a C

l
    

边界条件：

0:,0:0 21  vlxvx

2121 ,: vvax  
连续条件：

得： 021  DD

)(
6

22
21 bl

l
FbCC 

继续… …

a bF



= +

● 变形是载荷的线性函数；

● 当梁上有多个载荷同时作
用时，总的变形等于每个
载荷单独作用时变形之和，
此方法称为叠加法。

● 为提高效率，可以将几类梁在几种常见载荷作用下引起
的转角、挠度以及挠曲线方程等，事先求出，列成表格
（附录B） ，以供查用。

6-3  查表叠加法

F1 F2

A
B C

D

F1

A
B C

D

F2

A
B C

D

F
F2


O 1 2

F1



例 求下梁C截面的挠度
和A截面的转角。

解：
4 4

1
5 (2 ) 5 ( )
384 24C

z z

q a qav
EI EI

  

3 4

2
(2 ) ( )

48 6C
z z

qa a qav
EI EI

  

4

1 2
3 ( )
8C C C

z

qav v v
EI

   

3 3

1
(2 ) ( )

24 3A
z z

q a qa
EI EI

  

2 3

2
(2 ) ( )

16 4A
z z

qa a qa
EI EI

  

3

1 2
7 ( )

12A A A
z

qa
EI

    

a a

qa

A B

q

C

a a
A B

q

C
1

a a

qa

A B
C

2

6-3  查表叠加法



解：例 求C 截面的挠度和A 截面

的转角。 ( ) ( )C C Cv v F v m 
3

( ) ( )
48C

z

Flv F
EI

  

)()( mF AAA  

2

( ) ( )
16A

z

FlF
EI

 

2

( ) ( )
48A

z

Flm
EI

 

2 21 1( ) ( )
16 48 24Z z

Fl Fl
EI EI

  

F
A B

C

l/2 l/2

1

F
A B

C

m=Fl/2

l/2 l/2

2 A B
C

m=Fl/2

l/2 l/2

6-3  查表叠加法



例 求图示悬臂梁C点的挠度。

解法一：

4

1
(2 ) ( )
8C

z

q av
EI

 

avv BBC 222 
4

2 ( )
8B

z

qav
EI

 
3

2 ( )
6B

z

qa
EI

 

47 ( )
24 z

qa
EI

 

21 CCC vvv 

B
Bv

 21 CCC vvv
4 4 42 7 41 ( )

24 24z z z

qa qa qa
EI EI EI

   

A B
Ca a

q

CB
a

A

a

q

CBA1
a a

q

CB2
A

a aq

6-3  查表叠加法



解法二：逐段刚化法

1、先将 BC 段刚性，让AB 段变形

avv BBC 111 
3 2 4

1
7 ( )

3 2 12
B B

B
z z z

F a m a qav
EI EI EI

   

4

1 1 1
19 ( )
12C B B

z

qav v a
EI

   

2 3

1 ( )
2

B B
B

z z z

F a m a qa
EI EI EI

   

4

2 ( )
8C

z

qav
EI

 
4

1 2
41 ( )
24C C C

z

qav v v
EI

   

2、再将 AB 段刚性，让BC 段变形

21,
2B BF qa m qa 

A B
Ca a

q

A B C
a a

qa

A B C
a a

FB mB

A B C
1

FB mB

θB1

vB1

A B C2 vC2

q

6-3  查表叠加法



例 已知：F、a、K、EI

求：vc

解： 先将弹簧刚化

)(
6

3

1 
EI

FavC

)(
4

2/
2
1

2 
K
F

K
FvC

)(
46

3
21





K
F

EI
Fa

vvv CCC

再将AB梁刚化

a a

F
A B

C K

a a

F
A BC1

a a

F
A BC

K2

6-3  查表叠加法



F
a

a

A
B

C

F
a

a

AB

C

a

a

AB

C

Fa

例 已知：F、a、EA、EI

求：  xA 和 yA

解：先将BC刚化：

F
a

a

A
B

C

1

3

1 ( )
3A
Fay
EI

  

2

2 ( )A
Fa Fay a
EA EI

    

34 ( )
3A
Fa Fay
EI EA

   

再将AB刚化：

EI
Fa

EA
Fa

ad

3
4 3





3

2 ( )
2A
Fax
EI

  

3

( )
2A
Fax
EI

  叠加求和：

一般拉压变
形相对于弯
曲变形，可
忽略。

2 

6-3  查表叠加法



一、梁的刚度条件：

6-4  梁的刚度条件和提高弯曲刚度的措施

齿轮轴弯曲变形过大，就要影

响齿轮的正常啮合，加速齿轮

的磨损，产生较大的噪音。

齿轮轴弯曲

吊车梁若变形过大，一方面会

使吊车在行驶过程中发生较大

的振动，另一方面使得吊车出

现下坡和爬坡现象。吊车梁变形

所以：要使梁正常安全的工作，一方面梁不仅要满足强度

条件，另一方面梁还必须满足一定的刚度条件。



[ ] (0.001 ~ 0.005)v l

机床主轴

起重机大梁

发动机凸轮轴

][
][

max

max

 
 vv ：许用挠度[ ]v

[ ] (0.0001 ~ 0.0005)v l

[ ] (0.05 ~ 0.06)mmv 

[ ] ：许用转角

对于梁的弯曲，强度条件和刚度条件同等重要，一般在

梁的设计中，先采用强度条件设计梁的截面尺寸，再用

刚度条件进行校核。

对于梁的弯曲，强度条件和刚度条件同等重要，一般在

梁的设计中，先采用强度条件设计梁的截面尺寸，再用

刚度条件进行校核。

[ ] (0.001 ~ 0.005)rad 

6-4  梁的刚度条件和提高弯曲刚度的措施



● 合理安排载荷，改变载荷的作用方式、位置和分布情况，
减小弯矩；

● 缩短梁的跨度，或增加支座，是提高梁刚度的最显著方
法；

● 合理设计截面，提高抗弯刚度EI 。

二、提高弯曲刚度的措施

抗弯刚度

跨长载荷
变形

n)(


集中力偶 集中力 均布力

转角∝

挠度∝

L

L2

L2

L3

L3

L4

6-4  梁的刚度条件和提高弯曲刚度的措施

F

F



例 求下列超静定梁的支反力。

解：解除C处约束，代之约束力

约束条件 021  CCC vvv

4 4

1
5 (2 ) 5 ( )
384 24C

z z

q a qav
EI EI

  

物理方程

3 3

2
(2 ) ( )

48 6
C C

C
z z

R a R av
EI EI

  

补充方程
345 0

24 6
C

z z

R aqa
EI EI

 

解得 )(45  qaRC

)(83  qaRR BA

6-5  变形比较法求解超静定梁

A BC
a a

q

RC

A BC
a a

q

1CvA BC
a a

q

1

2Cv
2

RC

A BC
a a



1．明确挠曲线、挠度、转角等概念，了解梁挠曲线
近似微分方程的建立过程；

4．了解提高弯曲刚度的一些措施。

2．掌握利用积分法和叠加法计算梁的变形，掌握如
何建立梁的刚度条件；

3．掌握利用变形比较法求解超静定问题；

第六章的基本要求


